Jersy Wawrzynek (Wrociaw)

WYBRANE TESTY NIEPARAMETRYCZNE

Wastep

Centralnym zagadnieniem wspéiczesnej statystyki Jest spraw-
dzanie hipotez statystycznych. Hipotezg statystyczng nazywamy
kazde przypuszczenie dotycsgce rozkladu cechy elementéw w popu-
lacjach generalnych., Metody sluzace weryfikacji hipotez statys-
tycznych noszg nazwe testéw statystycznych.

Rozwazmy weryfikowanie hipotezy na podstawie prdébki o ustalo-
nej licznodci, Z2e mediana rozk*adu cechy w populacji jest réwna
zero, Gdy wiadomo, 2e rozklad cechy jest normalny, mediana jest
réwna wartosci oczekiwanej. Hipoteze te weryfikuje sig wéwczas
za pomocg testu Studenta. Test Studenta oparty jest na statystyce
Studenta, ktéra przy prawdsziwosci weryfikowane3j hipotezy i normal-
no$ci rozktadu cechy ma znany rozklad prawdopodobienstwa, a mia-
nowicie rozkad Studenta. Z tablic rozkiadu Studenta znajdujemy
dla tej statystyki wartodci krytyczne 1 w ten sposéb otrzyma sie
test, ktdry prowadzi do odrzucenia weryfikowanej hipotezy, jesli
ona Jest prawdziwa, ze znanym prawdopodobieristwem., MoZna tez we-
ryfikowaé¢ rozwazang hipoteze 2za pomocg testu opartego na innej
statystyce, a mianowicie na liczbie elementéw prébki wigkszych od
zera., Przy prawdziwosci hipotezy liczba elementdéw prébki wiekszych
od zera ma réwnie? znany rozklad prawdopodobieristwa., Jest to roz-
kzad binomialny, w ktérym prawdopodobieristwa sukceau i porazki sg
Jjednakowe. Wartodci lkrytyczne dla tej statystyki wyznacza si¢ na
podstawie tego rozkladu binomialnego i otrzymuje test, ktéry pro-
wadzi do odrzucenia weryfikowanej hipotezy, je$li ona jest praw-
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dgiwa, z prawdopodobieristwem gnanym, Ten ostatni test nasywa sie
testem znakéw,

Pierwszg réinicg miedzy testem znakéw a testem Studenta jest
to, 2e duzo latwiej jest obliczyé wartosé statystyki, na ktérej
oparty jest test znakéw niz wartosé statystyki, na ktérej oparty
jest test Studenta. Druga réinica: o statystyce Studenta wiadomo,
%e ma rozkad Studenta pod warunkiem, Ze rozklad cechy w popula-
cii jest normalny. Nie wiadomo, jak zmieni si¢ ten rogkiad, a wras
z nim prawdopodobieristwo odrszucenia weryfikowanej hipotezy, gdy
ona jest prawdziwa, jesli rozkrad cechy w populacji nie jest nor-
malny. Natomiast liczba elementéw prébki wiekszych od zera bedszie
mieé ten sam rozklad binomialny, jesli tylko prawdopodobieristwo
gaobserwowania dodatniej wartogci cechy jest taklie samo, jak praw-
dopodobieristwo sgaobserwowania ujemnej wartosci cechy, czyli réw-
ne }. A wige rozklad cechy w populacji weale nie musi byé nor-
malny. Znaczy to, %e za pomocg testu znakéw mozemy weryfikowaé
hipoteze, 2e mediana rozk¥adu cechy jest réwna zero, bez zadnych
dodatkowych informacji o rozkiadzie cechy w populacji, podezas
gdy dla stosowania testu Studenta trzeba wiedzieé, Ze rozklad ce-
chy w populacji Jjest normalny. Test znakéw nazywamy nieparamet-
rycznym dlatego, 2e nadaje sig¢ on do weryfikowania sformuiowane]
hipotezy bez ograniczajgcych dodatkowych zaXozed o rozkiadzie ce-
chy w populacji, w odréznieniu od parametrycznego testu Studenta,
ktéry oparty jest na dodatkowych zatozeniach (normalnoéé roskla-
du) . Testy nieparametryczne wyrdzniaja sie¢ tym, se statystyld,
na ktérych sg oparte, majg rosklady niezalezne od dodatkowych
ograniczajgcych zatozed o rozkladzie cechy w populacji i czesto
8g *atwe do oblicgenia,

Bibliografia tematu Jest obszerna., Z ksigiek wymienimy tu
monografie PFrasera (4], pogladowsa prace Siegela [19] 1 niedawno
wydane dzielo Hijeka i 31déka [7], za$ z autoréw polskich - prace
Elandt [ 2], Zukaszewicza i Sadowskiego [11] oras Sadowskiego [17] A

W tej pracy przedstawimy najpiexrw potrzebne dalej defiinicje
z ogélnej teorii testéw. Potem nastapi opis kilkunastu testéw nie-
parametrycznych. Przedstawimy kolejno test o losowosci prébkd,
testy dla dwu prébek Xgczonych w pary, testy dla jednej prébki,
testy dla dwu prébek niezaleznych oraz testy dla wigkszej liczby
prébek, 1 wreszcie test distotnosci korelacji. Opis informuje
o tym, jakq hipotezg¢ mozna za pomoca danego testu zweryfikowaé,
jak nalety wtedy wybraé prébki, jakie zalozenia musi speiniaé



Testy nieparametryczne 3

rozktad badanej cechy, Jaka statystyka siuiy za podstawg testu
i w jald sposéb z gaobserwowanej wartosci tej statystylki wniosko-
waé o hipotezie. Do kazdego testu doXgczony jest przyktad liczbo-
wy. Podane sg tez rozklady asymptotyczne statystyk wystepujacych
w omawianych testach. Na koficu pracy umieszczono tablice rogkia-
déw gwigzanych z omawianymi testami, ktérych brak w [18].

Weryfikowanie hipotez statystycznych

n-elementowg prébkg losowg 2z populacji generalmnej nazywamy
cigg wartosci badanej cechy u elementéw z tej populacji.

Hipoteze, ktérg mamy zweryfikowaé, oznaczamy przez H. Pogos=
tate mozliwe hipotezy nazywamy hipotezg konkurencyjng i ognaczamy
przez K,

Test Jjest to przyporzagdkowanie prébkom jednego z dwu orze-
ogeli: "hipoteza H jest prawdsziwa®™, albo "hipoteza K jest prawdzi-
wa", Test jest okreslony prsesz wskazanie tych wszystkich prébek,
dla ktérych orzekamy prawdziwoéé hipotezy K, Zbiér wszystkich ta-
kich prébek nazywamy przestrzenig odrzucei hipotesgy H.

Przestrzei odrzucerd okresla sie z reguly na podstewie pewnej
statystyki U, to jest liczbowej funkcji prébki, Gdy elementy préb-
ki traktujemy Jjako zmienne losowe, .-sama statystyka U staje sig
zmienng losowg. Statystyki, kitdre bedziemy rozwazaé, majg na ogdéi
dyskretny rozklad prawdopodobienstwa.

Znajac rogzkad statystyki U przy prawdziwosci hipotezy H mo-
temy dla danej liczby ot speiniajgcej warunki O<oa<1 znalefé licg-
be ui takg, ze nieréwnosé U<u§ zachodzi 2 prawdopodobierst-

wem nie wigkszym niz ¥, ale mozliwie bliskim ¥ oraz licsbe U g
taky, Ze nierdwnosé u.‘_%gu zachodzi 2z prawdopodobieristwem nie

wieckszsym niz %‘, ale mozliwie bliskim %. Nastepnie orzekamy, Ze
prawdziwa jest hipoteza K wtedy 1 tylko wtedy, gdy zaobserwowana
wartosé statystyki U nie jest wigksza od u% lub nie jest mniejsza

od u, -g° Zbudowany w ten sposéb test nagywamy testem dwustronnym,

Mozemy réwniez sznaleZé takg liczbe u,, Ze nierdwnoéé U <u, zacho-
dzi z prawdopodobiefistwem mozliwie bliskim, choé nie wigkszym od X
i orzekaé, %e prawdziwa jest hipoteza K, gdy zaobserwowana wartosé
statystyki U jest réwna 1lub mniejsza od u,. Wreszcie mozemy wy-
gnacgyé takg liczbe L PR Zeby prsy prawdziwosci hipotezy H nie-
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réwnosé u,_,<U zachodzila 2z prawdopodobieristwem mozliwie blis-
kim, choé nie wigkszym niz of i orzekaé, Ze prawdziwa jest hipote-
za K, gdy zaobserwowana wartosé statystyki U jest réwna lub wigk-
sza od Wy e Tak zbudowane testy nazywamy jednostronnymi, Wszyst-
kie opisane wyzej testy majg te wtasnos$é, e prowadzg do odrzuce-
hia hipotezy H, Jjedli ona jest prawdziwa, z prawdopodobilefistwem
bliskim ot , ale nie przekraczajgcym tej liczby. Liczbe ¢ nazywa
sie¢ poziomem istotnosci testu.

Test dwustronny buduje sie czesto wtedy, gdy hipoteza K jest
zaprzeczeniem hipoteszy H. Np, gdy hipoteza H méwi, Ze mediana
w populacjl Jest réwna zero, a hipoteza K méwi, Ze mediana jest
rézna od zera, wiafciwe jest uzycie testu dwustronnego, oparte-
g0 na licgbie dodatnich elementéw w prébce. W niektérych przypad-
kach wtasciwsze jest uzycie teéstu jednostronnego. Np. jesli hipo-
teza H pogzostaje niezmiemona, a hipoteza K méwi, Ze mediana w po-
pulacji jest wieksza od zera, nalezy usyé testu jednostronnego.

Test o losowosci prébki

Bedziemy weryfikowali hipoteze H, %e prébka zostala pobrana
losowo, czyli Ze moina ja uwazaé za realizacje niezaleznych zmien-
nych losowych o tym samym rozk*adzie prawdopodobieristwa,

Oto przyktad dwu hipotez konkurencyjnych: tendencja do wy-
bierania coraz wigkszych wartosci do prébki, tendencja do wybie-
rania na przemian wartosci duzych i matych do prébki.

Zbiér wartosci w prébce dzielimy na dwie rosigczne czeédci.
Elementy prébki nalezgce do jednej czesci oznaczamy literami a,
pozostate = literami b,

Serig nagywamy ciag identycznych liter (lub innego rodzaju
symboli), po ktérym wystepujg 1 ktéry poprzedzajg inne litery,
albo Zadna, ‘

Niech w n-elementowej prébce bedzie n, elementéw a oraz n, =
=n-n elementéw b, Prawdopodobieristwo tego, 2e elementy tej
prébid uozg sie w u serii wynosi (dowéd - patrz Msz § 11.3[3])

[
()

(1) P(U = 2k|N, = n, §, = n,) = 2

dla u parszystych



Testy nieparametryczne =

e PR . 13 0 SN S

N —

dla u nieparzystych, gdzie k= 0, 1, 2, ..o
Hipotese o losowosci prébki odrzucamy na poziomie istotnosci
o, 8dy 11046 serii w danej prébce nie przekracza ilosci uy serii

lub przekracza ilosé W _g serii, gdzie
P(usng)g‘ﬁ zad P(ugu%, +1)>§

orag
P(u)u,_%,)<§ zad 1’(“>“1-q.' 1)>% 3

W tablicy 21 u Sadowskiego [18] podane sg wartosci Uy 1w ¢
dla résnych ny 1 n, (=1, 2, ..., 20) 1 @ (= 0,05, 0,1).

Przyklad (zaczerpnigty z ksiazki Freunda [5]). Na punkeie
kontrolnym dokonano pomiaréw predkosci 25 samochodéw osobowych,
Uzyskano w kolejnosSci pomiaru nastepujace dane (w milach/godz.):
55, 57, 52, 46, 50, 48, 45, 44, 50, 52, 55, 41, 42, 58, 60, 45,
53, 54, 48, 469 51, 49, 44, 43: 560

H: Przejezdiajgce samochody byly wybierane do kontroli pred-
kosci w sposéb losowy.

Zweryfikujemy te¢ hipoteze na poziomie of = 0,05, Wyznaczamy
median¢ prébkows Me = 50. Odrzucamy elementy prébki réwne media-
nie. Elementy prébki wigksze od mediany oznaczamy przez a, pozos=—
tate przez b, Otrzymujemy ciag:

aaabbbbaabbaabaabbabbba
Mamy s n, = 11, n2-12. us= 11.
Z tablicy 21 [18]znajdujemy dla n, = 11, n, = 12 (test dwu-

stronny) P(u<7) = 0,025 1 P(u>1T7)= 0,025. Poniewaz 7 <11 < 17,
wigc nie ma powodu do odrzucenia hipotezy o losowosci prétki.

Przypadek duzej prébki, Jesli n, ludb n, Jest wigksge od 20,
nie mozemy uzyé tablicy 21 [18]. Gdy n,— 00 i ny = km,, gdzie k
Jest stalg liczbg dodatnig, ilosé serii ma rozkad asymptotycznie

A

normalny n(2n1n2 +1, l/2n1n§(2n1ng - n)) (Wald 1 Wolfo-
n n°(n=-1)

witz [21]).
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(2) Z = n_

ma rozklad asymptotycznie normalny N(0, 1). Odpowiednie prawdo-
podobiefistwa podaje tablica 2 [18].

Test znakéw dla par

Dla pordwnania dwu warunkéw, zabiegéw czy dodwiadczer uzywa
si¢ czesto prébek Xgczonych w pary. Z populacji wybiera si¢ n par
elementéw tak, 2eby elementy tworzgce jedng pare byly mozliwie
podobne. Nastepnie po jednym elemencie z kazdej pary, ktére sta-
nowié beds pierwszg prébke n-elementowq, poddajemy dziaXaniu jed-
nego warunku, pozostale elementy, ktére tworzg drugg prébke n-ele=-
mentowg, dziaYaniu drugiego warunku.

Niech X bedzie zmienng losowsq, ktéra ma taki rozkiad prawdo-
podobienistwa, jak rozklad badanej cechy u elementéw poddanych
dziaaniu pierwszego warunku, & Y niech begdzie niezaleing od X
zmienng losowg, ktéra ma takl rozktad prawdopodobieristwa, jak roz-
k¥ad badanej cechy u elementéw poddanych dziataniu drugiego wa-
runku,

Zastosujemy test znakéw do gweryfikowania hipotezy H, Ze dwa
warunki (zabiegi, doswiadczenia) nie réiniq si¢ w skutkach. Hipo-
teze H mozna wyragié nastepujgco:

P(X>Y) = P(X<Y) = & .

Test znakéw stosujemy przy zalozeniu, Ze badane cechy majg
rozklad ciggly.

Oznaczymy wartosci cechy zaobserwowane u i-tej (i =1, 2,...,
ceey D) pary przes x; dla elementu tej pary poddanego dziataniu
plerwszego warunku oras przez y, dla elementu poddanego dziaZaniu
drugiego warunku,

Znajdujemy znaki réinic x; - ¥4 (Lw 152, vnoinull)iad P ERYE
puéémy, se 1losé réinmic dodatnich jest m, wéweczas réinic ujemnych
jest n - m (wykluczemy wypadek x; - y;). Przy prawdziwoéci H na-
lesy ocszekiwaé, ze 1104é réinic dodatnich bedzie réwna ilodci réi-
nic ujemnych, tzn. m » n - m, Prawdopodobieristwo pojawienia sie
wiréd n réinic j dodatnich orags n - j ujemnych mozna okresli¢ za
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pomocyg rogkladu binomialnego g parametrami p = q = %. Niech u =
= max(m, n-m), tzn. u jest réwne wigkszej g dwu liczbs m oras
n - m, Wéweczas prawdopodobiefstwo, Ze co najmniej u réinic bedzie
miaXo jeden gnak, wyraza si¢ wzorenm

3 n
(3) Pui<n) = g (:) plg®d & g;nii) %

Test znakéw moZe byé testem jednostronnym lub dwustronnym,

Oméwimy najpiexw test jednostronny. Hipoteze H odrzucamy na
poziomie istotnosci o na korzysé hipotezy K: P(I>Y)>12 lub hi-
potesy K: P(X>Y)<X, jesli (3):

P(u <) <n) <ot
W przeciwnym wypadku przyjmujemy hipotese H.

Tablica 1

Lp. | "aEa7 funtact [fegs ¢, fustesh/ggn (11)
1 186 175 +
2 147 ' 144 +
3 128 125 4
4 167 167 0
5 183 182 -
6 176 177 -
T 159 154 +
8 212 203 +
9 192 187 +

10 177 169 +

1 158 158 0

12 204 197 +

13 188 182 +

14 157 160 -

15 189 181 +

16 149 151 -

17 172 169 +

18 185 184 +

19 191 187 -

20 200 195 +
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Oméwimy teraz test dwustronny. Hipoteze H odrzucamy na po-
ziomie istotnoSci o na korsysé hipotezy K: P(X>Y) ;l%- s Jesli
Pu<) <n)<°~2‘- » W przeciwnym wypadku przyjmujemy hipoteze H.

Prawdopodobieristwa (3) mozna znaleZé w tablicy 5 u Sadows-
kiego [1 8].

Przykiad (zaczerpniety z ksigtki Preunda [5]). 20 Amerykanéw
poddano 2-tygodniowej diecie (wyniki obserwacji umieszczono w tab-
licy 1). Chcemy sweryfikowaé hipotese H: P(X>Y) = P(X<Y) =
(nieskutecznoéé diety), przeciw hipotezie K P(I>Y)>% (dieta
wpiyneta na obnizenie wagi pacjentéw; test jednostronny).

Zweryfikujemy te hipotege na poziomie istotnosci o = 0,01.

Odrzucamy te pary elementéw, dla ktérych n6éznica wyniosia
zero, Mamy wige n = 18 oraz u = max(15, 3) = 15, Ze wzoru (3)
znajdujemy w tablicy 5 [18].

P(15<3<18) = 0,0037<0,01.

Odrzucamy wiec hipotezg¢ H i stwierdzamy, ze dieta wpiyneza
na obnizenie wagi pacjentiéw.

Przypadek dusej prébki, Tablica 5 [18] staje sie bezuzytecs-

na, jezeli n > 20, Korzystajac z twierdzenia Moivre’a-Laplace’a
mozna w wypadlm duzej prébki skorzystaé z przyblizenia rogkadu
dwumianowego rogktadem normalnym N (np, ¥npq).

Statystyka
U - 1 n
(8) 7 =« U= Dp 2

¥npq Er- 15Y
ma rozkiad asymptotycznie normalny N(O, 1).
Odpowiednich prawdopodobierstw sgukamy w tablicy 2 [18].

Test Wilcoxona dla par

Test Wilcoxona stosuje si¢ dla prébek Xgczonych w pary przy
zatozeniu cigglodci badanych cech. Hipotesg¢ H formuluje sie jak
dla testu znakdéw

Hi P(X>Y) = P(X <Y) = %,

W odréznieniu od testu znakéw uwwzglednia on nie tylko znaki bada-
nych réznic dy = x4 - y; (wyXgczamy przypadek X3 = ¥g)» ale
1 ich wartosci liczbowe, W tescie Wilcoxona wykorzystuje si¢ wieg-
cej informacji zawartych w prdbce.
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Iworzymy niemalejgcy n-elementowy cigg bezwzglednych wartos-
ci réznic dy. Przyporzadkowujemy k-temu (k=1, 2, ¢..y n) elemen-
towl tego ciggu numer tego elementu, a wigc liczbe k, Sume nume-
réw elementéw dodatnich cigqgu oznaczamy przez T,» a sumg numerdw
elementéw ujemnych przez T_, Oczywiscie T+ T_ = &(22.*_1)., Niech
T = min (T+, T_). Oznaczymy przez o poziom istotnosci testu.

Elementy utworzonego poprzednio ciggu bezwzglednych wartos-
ci résnic mozna poprzedzié znakami "+" i "% pg 2° 8posobdéw. Kaz-
demu uporzgdkowaniu odpowiada jedna para wartosci (T+, T ). Przy
prawdziwosci H kazde z tych uporzgdkowa’d moze sig¢ pojawié z tym
samym prawdopodobieristwem.

Hipoteze H odrzucamy na korzysé hipotezy K: P(X>Y)>%, gdy
zaobserwowana warto$é sumy T_ (réwna wtedy wartosci statystyki T)
odpowiada jednemu z E[Oc-Zn] (E[k] oznacza tu czesé catkowitg licz-
by k) uporzgdkowad, dla ktérych sumy T_ sq najmniejsze.

Hipotezge H odrzucamy na korzysé hipotegy K: P(X > Y)<%, gdy
zaobserwowana wartosé sumy 8 (réwna witedy wartosci statystyki T)
odpowiada jednemu z E [oc-z“] uporzgdkowan, dla ktérych sumy T+ sg
najmniejsze.

Hipotezg¢ H odrzucamy na korzys$é hipotezy K: P(X>Y) # %, gdy

zaobserwowana wartoéé sumy T+ odpowiada Jjednemu z E [a-z""] upo-
rzgdkowar, dla ktérych sumy T, sq najmniejsze lub gdy zaobserwo-
wana warto$¢ sumy T_ odpowiada jednemu z E[oc-2“’1] uporzgd kowad,
dla ktérych sumy T_ sg najmniejsze.

Tablica I na kodicu pracy podaje dla réznych n (= 6, Ty cees
eees 25) 1 o (= 0,025, 0,01, 0,005 dla testu jednostronnego i 0,05,
0,02, 0,01 dla testu dwustronnego) takie wartosci To' e Jezeli
TLT,, hipotez¢ H nalezy odrgucié na korzys¢ hipotezy K.

 a'%'T'2 o' a2

L.p. |Aktywnosé¢ spoZeczna dziecka |Aktywnosé spoieczna D=X-Y
rary z domu matego dziecka dziecka w domu

1 82 63 19

2 69 42 27

3 73 74 -1

4 43 37 6

5 ‘58 51 T

6 56 43 13

7 76 80 -4

8 65 62 3
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Przyklad (zaczerpniety z ksigzlki Siegela [19], rozdz. 5).
Za pomocg pewnej skali zmierzono aktywnoéé spoleczng 8 par blis-
nigt. VW kazdej z tych par jedno dziecko przebywa w domu maZego

dziecka, drugie - w domu. Wynilki obserwacji umieszcsono w tablicy
m 2,

Na pogiomie istotnosdci o = 0,05 weryfikujemy hipoteze¢ H, zZe
aktywnosé spoleczna dzieci gz doméw maXego dziecka nie réini sie
od stopnia aktywnosci spotecznej dzieci pozostajgcych w domach,
Hipoteza K niech bedzie zaprzeczeniem hipotezy H (test dwustron-
ny).

v <2l 2feasdom bt b miipia
-t | 3 |-a 6| 7[13 |19 ]2
Mamy: n= 8, T+-2+4+5+6+7+8=32, T _ =1+ 3=4,
T = min (1‘+, T) = min (32, 4) = 4.
Z tablicy I znajdujemy T, = 4, Poniewas T = 4 = T , wige odrzuca-
my hipotegze H,
Przypadek duzej prébki, Moina pokasaé (Wilcoxon [23]), se gdy

n— 00, statystyka T ma rozkiad asymptotycznie normalny

N(n(n+1} , Vn‘n*-j! (2u+n).
atysty e

’In n+ 2n +

(5) Z=

ma rozklad asymptotycznie normalny N(0, 1).

Teat Walsha

Test Walsha stosuje si¢ do prébek Zgczonych W pary, pod wa-
runkiem, Ze zmienne losowe X i1 Y 2z danych warunkéw majg rog-
ktad réwnoczesnie ciggly i symetryczny.

Obliczamy ré2nice x; - ¥4 (L=1, 2, ¢oep n) dla kazde]
gz n par. Niech d1 oznacza najmniejsza spoiréd n réinic, d2 - nae=
stepng najmniejezq réznice itd. Otrzymujemy ciag d, <d2 oo <y

Weryfikujemy hipotez¢ H, Ze zmienne losowe X i ¥ majg jed-
nakowg mediang 4 - co wynika z warunku symetrii rozkladéw - jed-
nakowsg warto$é oczeldwana, Inaczej méwigc, zmienna losowa X = Y
ma wartosé¢ oczekiwanag M= 0. Hipoteza K dla testu dwustronnego ma
postaé: u # O, za$ dla testu jednostronnego: u >0 albo u <O.
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Tablica II na koricu pracy informuje, kiedy naleiy odrsucié
hipoteze H.

Przyktad (zaczerpnigty z ksigiki Siegela [19], rozdz. 5).
15 0séb nauczono 10 nie majgcych sensu sylab. 5 sylab wybranych
losowo sposréd 10 uczono w chwili, gdy osoby poddawano wstrzgsom
elektrycznym. Po 48 godzinach osoby te mialy powtdérzyé zapamigta-
ne sylaby., Wyniki obserwacji umieszczono w tabliey 3.
H: Obie grupy sylab zostaly zapamigtane w réwnym stopniu
(g =0).
K: Zapamigtana liczba sylab "bezwstrzgsowych" jest wigksgza
od zapamigtanej liczby sylab "wstrzasowych" (u > 0, test
jednostronny).

Ta bl e a3

Licgba zapamigtanych |Liczba zapamig¢tanych |[Réznica liczb
L.p. |sylab bezwstrzgsowych| sylab wstrzgsowych sapamiitanych

3=4;;
2.d9

it

2-d1°

W 0 N 0 AW N =

- e b b -
~» W N = O

- W W = W oad NN a2 N W e W,
C & N N & W = = W N wWwwo v N
-

]

-
w
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Test przeprowadzimy na poziomie x = 0,05. Z tablicy II znaj-
dujemy, Ze hipoteze H nalesy odrzucié, jesli

iy [’}(‘11 + 8550, e, + “11)]>° s
W naszym przykadzie d.' = =1, d2 = =1, (’l11 = 2, d12 = 3
1 mm[%(q + 3%, }(-1 + 2)] = min [1. 1!] = 1g>0 » Przyjmajemy
wiec hipoteze K.

Test zrandomizowany dla prébek Xgczonych w pary

Zaétmy, %e zmienne losowe X i Y majg rozkad ciggly. Ob-
liczmy réznice d; = x; - ¥y (L1=1, 2, cooy n). Zweryfikujemy hi-
poteze H, 2e zmienne losowe X i Y majg jednakowe rogklady, tzn.
warunki, ktérym poddano elementy pierwszej i drugiej prébki, sg
réwnowazne, Elementy ciagu {Idil} (1 =1, 2, ..., n) moga byé po-
przedzone znakami "4" i "-m na 27 gposobéw. Kazdemu z tych upo-

n
rzgdkowail odpowiada pewna warto$é sumy ;di‘ Przy prawdziwosci H
=

kazde spoérdd 20 uporzadkowan ma jednakowe prawdopodobieristwo po-
jawienia sie.

Méwimy, e zmienna losowa X jest stochastycznie wieksza niz
zmienna losowa Y, jezeli dla kazdej liczby k prawdopodobieristwo
zaobserwowania wartosSci 2zmiennej losowej X, ktére sg mniejsze
od k, nie przekracza prawdopodobiefistwa zaobserwowania mniejsszych
0od k wartosci zmiennej losowej Y.

Niech of oznacza poziom istotnoseci testu.

Hipoteze¢ H odrzucamy na korzysé hipotezy K, Ze zmienna loso-
wa X Jjest stochastycznie wieksza niz zmienna losowa Y, gdy zaob-

n
serwowana w prébce wartoéé sumy 1di Jest jedng z sum, ktére od-

n
powiadajg 1losci E[o{-?n] uporzgdkowan, dla ktérych sumy :I.Z'di rzy
=1

mujgq najwigksze wartosci dodatnie (test jednostronny).
Hipotezg¢ H odrzucamy na korzy$é hipotezy K, ze zmienna loso-
wa X jest stochastycznie mniejsza niz zmienna losowa Y, gdy zaob-

n
gerwowara w prébce wartosé sumy ;di jest jedng z sum, ktére od-
= n

powiadajg 1iloéeci E[ot-Zn] uporzadkowari, dla ktérych sumy ;di
=
przyjmuja najmniejsze wartosci ujemne (test jednostronny),.
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Hipoteze H odrzucamy na korzysé hipotezy K, Ze zmienne loso=-
we X 1 ¥ majq réine rozklady prawdopodobierstw, gdy zaobserwowana

w prébce wartoéé sumy ;di jest jedng z sum, ktére odpowiadajg

1lodecd B[oz-zn 1] uporgadkowari, dla ktérych sumy ;di przyjmuja
na:]wieksze wartodci dodatnie 1lub gdy gaobserwowana wartosé sumy
Zdi jest jedng z sum, ktdre odpowiadajg dilofei E[ol-zn ‘] upo-
rzgdkowar, dla ktérych sumy ;di przyjmujq najmniejsze wartoseci

ujemne (test dwustronny).

PrzykZad, Zweryfilkujemy na poziomie o= 0,05 hipotesg¢ prged-
stawiong na str. 10,

Zaobserwowany cigg {di} wyglagda nastepujgcos
8
+19, +27. -1 9’ +6. +7, *13. -4. +3. '1ec 1Z1d1 = f?o.

Tloéé mozliwych permutacji sznakéw wynosi 28 = 256, Test jest

dwustronny. Hipoteze¢ H odrzucimy, jesli d = +70 Jest Jjedng
=

% sum, ktére odpowiadaja E|x-2°"1] = E[0,05 - 128] = E[6,4] = 6

uporzgdkowaniom, dla ktérych sumy ;di przyjmujq najwigksze war-

tofci dodatnie lub jesli zaobserwowana suma odpowiada jednemu z 6

uporzadkowai, dla ktérych sumy f:di przyjmujs najmniejsze wartos-

¢i ujemne,
W tablicy 4 znaleZé mozZna te uporzgdkowania i odpowiadajgce

im wartosci sumy. 8

Poniewaz zaobserwowana wartosé ;di = 470 jest jedng z war-
=1

todci w tablicy 4, przeto hipotez¢ H odrzucamy na korzysé hipote-
zy K.
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Tablica 4

8

d1 d2 d 3 d 4 d5 d6 d., da 4 di
+19 +27 +1 +6 +T +13 +4 +3 +80
+19 +27 -1 +6 +7 +13 +4 +3 +78
+19 +27 +1 +6 +#T #13 +4 -3 +74
+19 +27 +1 +6 +T +13 -4 +3 +72
+19 +27 -1 +6 +7T  #13 +4 -3 +T2
+19 +27 -1 +6 +7  +13 -4 +3 +70
-19 =27 -1 -6 -7 =13 -4 -3 -80
-19 =27 +1 -6 =7 =13 -4 -3 -78
=19 =27 -1 -6 -7 =13 -4 +3 =T4
=19 =27 -1 -6 =7 -13 +4 -3 -T2
=19 =27 +1 =6 -7 =13 -4 +3 =72
-19 =27 +1 -6 -7 =13 +4 -3 =70

Przypadek dusej prébid. Jesli np. n=13, to 2'7= 8192, a np.
0,05 . 8192 = 409,6 i obliczenie 409 sum staje sie ucigzliwe.

Dla duzych liczebnosSci n stosujemy test Wilcoxona,

Moses [13] udowodnit, ze jesli n>>25 oraz speiniony jest wa-
runek

2
(6) d:ax <-33 » gd‘ie dmax = max (d1| d2l neey dn)’
2

:11

n n
to suma ;d:l ma rozkiad asymptotycznie normalny N(O, ;di) o
= L}

Statystyka

e
(7) Z = -—‘-1-——

2
3

ma rozkiad asymptotycznie normalny N(O, 1), jesli zachodzi (6).
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Testy nieparametryczne dla hipoteg o parametrach rozkadu

Hipotesy o parametrach rozktadu badanej cechy weryfikuje sig
na podstawie jednej prébki., Testy nieparametryczne takich hipotez
mozna otrgymaé przez zmodyfikowanie opisanych wyzej testéw dla
dwu prébek Xgczonych w pary. Gdy dane sq dwie prébki Xgczone W pa-
ry, kazda o liczebnosci n, to statystyki uzywane w tych testach
sg funkcjami n réznic wartoéci badane] cechy u odpowlednich par
elementéw., RSznice te mozna traktowaé jako wartosci innej cechy
w jednej prébce o liczebnosci n, Tak wigc za pomocqg tej samej sta-
tystykl mozna wtedy weryfikowaé inne hipotezy.

Za pomocy testu znakéw moina weryfikowaé hipotezg, ze media-
na badanej cechy Jest réwna pewnej liczbie k., Nalezy policzyé ele=-
menty prébki wieksze od tej liczby 1 z ich ilosci wnioskowaé o te]
hipotezie, tak jak z ilosci réznic dodatnich w tescile znakéw dla
prébek Xaczonych w pary.

Na podstawie jednej prébki za pomocg testu znakéw mozna tes
gweryfikowaé hipotesze, e lwantyl rzedu p badanej cechy jest réw-
ny pewnej liczbie r, Nalezy policzy¢ elementy prévki wigksze od r.
Tloéé talkich elementéw ma rogkiad binomialny z prawdopodobieris-
twem porazki »éwnym p, Wartodci krytyczne wyznacza sig¢ z tego
rogkXadu.

Hipoteze, %e mediana badanej cechy wynosi k, mozna tez we-
ryfikowaé za pomoca testu Wilcoxona, testu Walsha 1 testu zran-
domizowanego. Postugiwanie sie tymi testami wymaga wtedy zaloze~-
nia, ze rozklad badanej cechy jest symetrycsny. Tym samym hipote-
za ta staje sie hipotezag o wartosci dczeld.'anej tej cechy. 0d war-
tosci zaobserwowanych w prébce nalesy odjgé liczbe k., Otrzymamy
n régnic d; = x; - k (1 = 1, 2, oesy n). Dalej postgpujemy tak
samo, jak z réznicami d; dla prébek Zgczonych W pary.

Przyk}ad. Badanie pewnego gatuz}ku benzyny ze wzgledu na ilosé
mil, ktére mozna przejechaé spalajgc 1 galon tego paliwa, dao na-
stepujaca prébke:

7,0 17,8 15,3 16,8 18,4 16,3 18,3 18,1 17,3

Na poziomie 4stotnosci oc= 0,01 zweryfikujemy hipoteze¢ H,
ze rozk¥ad ilodci mil ma mediane réwna 16,5 przeciw hipotezie K,
%e mediana jest wigksza niz 16,5. Zastosujemy tu dla ilustracji
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kolejno test znakéw, test Wilcoxona, test Walsha i test zrandomi-
zowany,.

Test znakéw, Mamy n = 9, W prébce 7 elementéw jest wigkszych
od 16,5. Stad u=max(7, 2) = 7. Ze wzoru (3) w tablicy 5 [18] znaj-
dujemy

P(7<3<9) = 0,0898>0,01.

Nie ma wigc powodéw do odrzucenia hipotezy H.

Test Wilcoxona. Obliczmy réznice di =X, - k. Mamys
095 1|3 '1|2 °o3 1.9 -0,2 1.8 1.6 0.8
Tworzymy niemalejgcy cigg bezwzglednych wartoici tych réznic:

L N T % O e e e L

-0,2 | 0,3 I 0,5 l0.8 |-1,2 | 1,3 | 1,6 I 1,8 I 1,9

Mamy T,=2+3+4+6+T7+8+9=39, T _=1+5=6,
T = min (T+, T_)-m:ln(39, 6) = 6,

Z tablicy I znajdujemy T, = 3. Poniewai T = 6>T° = 3, nie odrzu-
camy hipotezy H,

Test Walsha, W tescie tym przez cl1 oznacza sie¢ najmniejszg
ré¢nice, przez d, - nastepna najmniejszg réznice, wreszcie przesz

d, - najwigkszg sposréd réznic. Dla danej prébki mamy wiec

d1=—1,2 d4-0,5 d7-1.6
d2 = =0,2 ds = 0,8 d8 = 1,8
d3 = 0’3 d6 = 1'3 dg = 1.9

Z tablicy II znajdujemy, Ze hipoteze H naleiy odrzucié, jesli

mn [4,, ¥4, + ds)]>o.
Mamy dy= -1,2, dp=-0,2, d5=0,81min [ -0,2 , }(-1,2+0,8]=

= min [-0,2 3 -0,2 = -0,2 <0, nie odrzucamy wiec hipotezy H.
9
Test zrandomizowany. Oblicgamy najpierw di’ Suma ta wyno-
=
9
si +6,8, Hipoteze H odrzucimy na korzysé hipotezy K, gdy ;di =

= +6,8 odpowiada jakiemus sposrdd E[a'Zn] = 3[0:01 Y 29]‘

9
=B [0.01 . 512] = 5 uporzgdkowar, dla ktérych sumy ;di przybie~
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raja najwieksze wartosci dodatnie. Talkle uporzgdkowania 1 odpo-
wiadajace im sumy znajdujq sie w tablicy 5.
9
Zaobserwowana wartosé d = +6,8 nie jest %adng wartoscig

gz tablicy 5, dlatego przyjmujemy hipoteze H.

Pra bt ) Avo a5

AT, e O TR R e, e édi

+0,5 +#1,3 +1,2 +0,3 +1,9 +0,2 +1,8 # 6 +0,8 +9,6
40,5 +1,3 +1,2 +0,3 +1,9 -0,2 +1,8 +1,6 +0,8 +9,2
+#0,5 +1,3 #1,2 =0,3 +1,9 +0,2 +1,8 # 6 40,8 +9,0
0,5 +1,3 +1,2 +0,3 +1,9 +0,2 +1,8 + 6 +0,8 +8,6
+0,5 +1,3 #+,2 -0,3 +1,9 -0,2 +1,8 +1,6 +0,8 +8,6

Test X

Przedstawimy teraz kilka testéw stosowanych w wypadkach, gdy
mamy dwie prébki niezalezne. Zacznijmy od testu X Van der Waer-
dena.

ZakYadamy, e badane zmienne losowe X i Y msjgq rozklad ciggly.

Niech pierwsza prébka (x1, Xy eees xn1) licey ny elementéw,

druga (¥4, ¥ps eees ynz) - n, elementéw i niech n = n, + n,.
Ustawmy obie prébki w n-elementowy cigg rosngcy i niech

ry (6 ol T A n1) oznacza numer elementu x; w tym ciagu,
a 8, (3=1,2, ...y ny) - numer elemontu ¥i: W tym ciggu.

J J

Niech ‘P(u) = —J——f --5- dz, Niech ‘l’(t) (0<t 1)
bedzie funkcjg odwrotng do funkc;]i Q(u). Mamy wiec

Y@ @) = u.

Utwérzmy sumy

@ e 3 ull).
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(9) Y= i \lf(n—le) .

Wartosci liczbowe sum (8) i (9) oblicza sie za pomocg tabli-
ey 2 [18].

Latwo zauwazyé, 2e X + Y = O,

Hipotege H, %ze oble prébki pochodzg z populacji o tym samym
rozktadzie badanej cechy odrzucamy na danym poziomie istotnodei o
na korzy$é hipotezy K, 2e prébki pochodza z populacji o réinych
rogkXadach, jesli | X | przekracza wartosé podang w tablicy III na
koricu pracy (test dwustronny).

Hipoteze H odrzucamy na danym poziomie istotnosci & na ko=
rzy$é hipotezy K, e pierwsza prébka pochodzi z populacji, w kté-
rej cecha jest stochastycznie wigksza niz w drugie] prébce jesli
zaobserwowana wielkoéé X przekracza wartosci 2z tablicy III (test
jednostronny).

Gdy hipoteza K méwi, ze druga prébka pochodzi z populacji,
w ktérej cecha jest stochastycznie wigksza, posiugujemy si¢ sta-
tystyksg Y.

Przykad (zaczerpniety z ksiazki Van der Waerdena [20], § 65).
W pewnej fabryce czas przestojéw maszyn ilustruje prébka:

=1, x=34, x3 =13, x, = 18,

Po reorganizacji toku produkecji pobrano drugs prébke:
Y9 =8 ¥p=10, y3=17, y‘-s.
Zastosujemy test dwustronny na poziomie ot = 0,05. Mamy:
ng=4, ny=4, n=8,

X/n \V(g) . \V(g) + ‘P‘(%) + \P‘(%) = 0,14 + 1,22 + 0,43 + 0,76 =

= 2,55 3
Y=-X= =2,55

¥ tablicy III znajdujemy wartosé Xy 5 2,4,

Poniewaz 2,55 > 2,40 = xo 05° odrsucm hipoteze H i stwier-
dzamy, Ze rozklad czasu przestojdw przed i po reorganizacji toku
produkcji zmienil sig.
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Test U Manna-Whitheya-Wilcoxona

Zakladajge cigg2osé badanej cechy mozna za pomocg testu U
zweryfikowaé hipoteze H, 2e dwie prébki niezalezne pochodzg z po-
pulacji, w ktérych badana cecha ma ten sam rozklad prawdopodobier-
stwa,

Niech n, bedzie liczebno$cigq mniejszej prébid, n, - liczeb-
noscig wiekszej prévid (n1 <np) 1 niech n=n, +n,. Utwérsmy
n-elementowy cigg rosngcy. Przyporzgdkowujemy k-temu (k=1, 2, ...,
ssey Nn) elementowi tego ciggu numer tego elementu, a wigc liczbe k.
Niech R1 oznacza sum¢ numeréw elementéw pochodzgcych 2z prébid
0 liczebnosci n,, a R, - sum¢ numeréw elementéw z prébki o liczeb-
nofci n,.

Okreslemy statystyke U = min (U1, UZ) s gdzie

n,(n, + 1)
AR CELI

folne 2 1)
02=n1n2+—2-——- 'Rz .
Latwo pokazaé, ze

(11) U, + Uy = nyn,.

(10)

By X2
n1

n, elementéw i traktowaé je jako pochodzgce z pierwszej prébki,
a pozostale n, elementéw zaliczyé do drugiej. Kazdej kombinacji
przyporzgdkowana jJest para wartosdci (U.' . Uz). Przy prawdziwosci H
kazda z tych kombinacji moze pojawié sie z tym samym prawdopodo-
biefistwem.

Hipoteze H odrzucamy ma poziomie istotnoéci ¢ na korzysé hi-
potezy K, 2e pierwsza prébka (n1) pochodzi z populacji, w ktérej
badana cecha jest stochastycznie wigksza niz w drugiej, jesli za-

Spoéréad n, + n, elementéw mozna na ( )sposobéw wybraé

+n
obserwowana wartos¢ U, odpowiada jednej z E[a(“1 2)] kombinac ji,
n
1

dla ktéryech U1 prgybiera najmniejsze wartosci.

Hipoteze H odrzucamy na poziomie istotnosci of na korzysé hi-
potezy K, ze pierwsza prébka pochodzi z populacji, w ktérej bada-
na cecha jest stochestycznie mniejsza niz w drugiej, jesli saob=-
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serwowana wartosé U, odpowiada jedne] 2 B[a(n1 . nz)] kombinac ji,
n,

dla ktéryoh U, prazyblera najmniejsze wartosci.
Hipoteze H odrzucamy na poziomie istotnosci « na korzysé hi-
potezy K, 2e prébki pochodzg z populacji o réznych rozkiadach,

jesli gaobserwowana wartosé U, odpowiada 3ednc':3 z B[g ( Al nz)]
n,

kombinacji, dla ktérych U, przybiera najmniejsze wartosci lub gdy
: +

zaobserwowana wartosé U, odpowiada jedne 2 B[g( ™ na)] kombina-
n
1

cji, dla ktérych U, przybiera najmnie jsze wartosci.

Tablica IV na koficu pracy podaje takie wartodci Uy dla réi-
nych n, (=1, 2, ..., 20) i n, (= 9, 10, +esy 20), Ze jezeli zaob-
serwowana wartosé U = min (U1, U,) nie prsekracza wartosci z tab-
licy, to hipotez¢ H nalesy odrgzucié na poziomie or = 0,025 dla tes-
tu jednostronnego i a = 0,05 dla testu dwustronnego.

Przyklad (zaczerpniety =z ksigiki Freunda [5] ). Wydajnosé
(w buszlach z akra) dwu odmian A i B kukurydzy amerykafiskie] ilu-
strujg prédbki:

A: 83,4 91,5 8,4 8,9 9%,3 88,6 92,7 84,8 92,8
Bs 84,1 97,3 95,2 88,9 103,2 89,0 99,7 101,4 87,2 91,0

H, Wydajnoéé obu odmian jest jednakowa,
K: Odmiany A i B réznia si¢ wydajnoscig (test dwustromny).
Mamy: n, = 9, n, = 10 1 niech = 0,05.

1 2 3 4 5 6 | 7 8 | 9 | 10
83,4| e4,1| 84,8| 86,4| 8,9| 87,2| 88,6| 88,9| 89,0 90,3
A B A A A B A B B A

11 12 | 13 | 14 | 15 | 16 L17 18 |19

103,2

91,0 91,5 9,7 92,8
B B

A A A B B B B

95,2 97.)1 99,7 101,4

R1-1+3+4+5+7+10+12+13+14-69
R2-2+6+B+9+11+15+16+17+18+19-121.

u,-n1n2+5-(—n‘2-ll)--n1-9-1o+9—3-12-69.66,
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02.n1.,2+.‘£2§i1)_-32.9.1o+ O - 11 . 121 = 24,

U = min (U,, Up) = min(66, 24) = 24

W tablicy IV snajdujemy dla n, = 9, 1n, = 10 41 of= 0,05
wartogé Uy, = 20, nie ma wigc powodéw dla odrsucenia hipoteszy H.

Proypadek dutej prébki. Mann i Whitney [12] pokasali, fe gdy
n, — 09 i n, — 00 , statystyka U ma rozktad asymptotycznie

e {3, [ ).

Statystyka

. 3

‘/ﬁnz(ﬁ + 0, +1)

ma rozklad asymptotycznie normalny N(O, 1).

(12) Z=

Test Walda - Wolfowitza

Test ten moina stosowal przy zaloteniu, e badana cecha jest
gmienng losowg o cigglej dystrybuancie, Weryfikowana hipoteza H
orzeka, 2e dwie prébki niezaleine szostaly wylosowane z populacji
¢ jednakowym rozktadgie badane] cechy.

Niech (11. Xps eees xn1) 1 (¥99 Yoo eoer ’“2) beds awiema
niezaleznymi prébkami losowymi 2 dwéch populacji. Niech n = n1 +
+ ny.  Uporzadkujmy wartosol x, (A e n1) i vy (3 =
% 1l 12 e s n2) wedug wielkofci, tj. utwérzmy n-elementowy cigg
rOSNaCy (51, Zyy ....zn). Osnaczmy te z, (k= 1, 2, ooey D)y kté=
re ©5a elementami pierwszej prébki, przez a, natomiast pozostaie
%, Przez b. Prawdopodobieristwo, ze cigg zXozony % n, liter a oraz
n, liter b uXozy si¢ w u serii dane jest wzorami {10is

Hipotezg H odrzucamy, gdy ogélna ilosé serii jest zbyt maia,
albowiem wéwczas wystepujgq dtugie serie, a wigc elementy prébid
tworzg duze skupienia, co swiadczy o tym, Ze badana cecha nie ma
jednakowego rozkadu w obydwu populacjach. Tak wigc test polega
na znalezieniu takiej wartosci u, (w tablicy 21 [18]), ze P(U<u,)<
< a, gdzie ¢ jest pogiomem istotnosci oraz na odrzuceniu weryfi-
kowanej hipotezy, gdy zaobserwujemy u<uy .
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Przyklad (zaczerpnigty z podrgcznika Perkala [16] § 9, 5).
W poniZzszym zestawieniu podane s Srednmie plony zyta w wojewSdz-
twach grupy I o liczebnosdci n, = 9, ktérych nazwa zaczyna sig na
litery A, B, ..., L oraz grupy II o liczebnofci n, = 8; na litery
My, ooy Zo

I | 10,2] 10,5 | 10,6 | 13,2 | 13,5 | 14,2 | 14,3 | 14,5 | 15.4

11 | 11,4 | 11,9 | 13,0 |~13.1 I 13,7 | 13,8 | 14,1 | 15,9

Stawiamy hipoteze H, 2e te dwie grupy wojewSdziw nie rdinig
sig¢ pod wzgledem wysokosci plomu zyta (o= 0,05).
Budujeny cigg liter a i b

aaabbbbaabbbaaaab

Mamy u = 6 serii., Poniewaz w tablicy 21 [18] mamy “0,05 = 5,
wiec nie ma powodu do odrzucenia hipotezy H,

Przypadek duze] 2;_61: . Patrz:s Test o losowosci prébki, str. 5
oraz wzér (2), str. 6,

Test zrandomizowany dla prébek niezaleznych

Test ten stusy do weryfikacji hipotezy H, 2e dwie prébki nie-
zalezne pochodzg z populacji, w ktérych badana cecha ma jednakowy
rozktad prawdopodobiefistwa, przeciw hipotezie, Ze w populacjach
tych rozklady badanej cechy réznig sig wartosclg oczekiwang.

Niech bedg dane prébkis (X, Xps sees X, ) 1 (399 Tp9 eee

cooy yn2 A
w poszczegélnych prébkach, czyli f\j:xi orag Zyj. Spoéréd n, + n,
n, + n,
n,

ko pochodzgce z plerwszej prébki, a pozostale n, obserwacji zali-
czyé do druglej. Kazde] kombinacji odpowiada pewna warto$é rézni-

). Mamy wiec n, + n, obserwacji. Obliczmy sume observacji

obserwac ji mozna na( ) sposobdéw wybraé n, 1 traktowaé je ja-

cy ixi - iyj. Przy prawdziwosci H kazda z tych kombinacji ma
= =

to samo prawdopodobienistwo pojawienia sig.
Jezeli K: l"1>é"2’ to hipoteze¢ H odrzucamy, gdy zaobserwowana
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i +n
wartosé réznicy ngxi- 4 odpowiada jednej sposréd EH"’ 2)]
: = = n

n n, 1

kombinacji, dla ktérych réinice gxi - ;yj sg najwigksze,
i I =1

Jesli K: Uq <£12, zamieniamy kolejnoéé prébek i postepujemy
jak poprzednio.
Jezeli K: 51;‘ Uor to hipoteze H odrzucamy, gdy zaobserwo-

wana wartos$é r6inicy ixi - iya odpowiada jednej sposréd

[g ] kombinacji, dla ktérych réznice i iyj sg

najwieksze lub jednej sposréd E[‘g(ﬂ )] kombinac ji, dla ktérych

réinice ; g’d 88 najmniejsze,

Prgyktad (dane fikeyjne). W dwéch wydzialach A i B pewnego
przedsigbiorstwa badano 1losé godzin nadliczbowych, ktéra kazdy
robotnik przepracowal w danym miesigcu. W prébkach (uporzgdkowa-
nych) zaobserwowano:

At x, =16, x, =19, 13-22, 14-24. x5-29,
He Srednia 11046 godzin nadlicsbowych na jednego robotnika

jest jednakowa dla obydwu wydziaXéw,
K: Srednia ta jest wieksza dla oddzialu A,

n, +n, 9
Niech o = 0,05, Mamy: n, = 5, ny = 4, wige ( ) =~ 5 5
n
1
= 126, 1 E[0,05 - 126] = E[6, 3] =6 .

4
Obliczamy zaobserwowang réznice izi - ;yj = 110 - 43 =
=1 =

= 67.
Kombinacje 4 odpowiadajace im réinice, ktdérych zaobserwowa-
nie powoduje odrzucenie hipoteszy H, zamieszczono w tablicy 6. Po-
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niewaz zaobserwowana wartosé 67 jest jedng z wartosci réinic z te]
tablicy, przyjmujemy hipoteze K.

Tablica 6

5 4
Ty X3 Xy Xy Eg Y9 Y2 V3 ;’1'5:1’3
19 20 22 24 29 0 11 12 16 114 - 39 =175
16 20 22 24 29 0 11 12 19 111 - 42 = 69
16 19 22 24 29 0 11 12 20 110 = 43 = 67
16 19 20 24 29 0 11 12 22 108 - 45 = 63
12 20 22 24 29 0 11 16 19 107 - 46 = 61
16 19 20 22 29 0 11 12 24 106 - 47 = 59

Przypadek duzej prébki, Gdy n,— 00 i n,—> 00, statys-
tyka

(13) t = et
n
2
é(xi-i') +§(yj-'ﬂ2(1—+1—)
n1+n2-2 n, n,

ma asymptotycznie rozkXad normalny N (0, 1). Odpowiednie prawdopo-
dobiefistwa - patrz tablica 2 [18].

Test Friedmana dla k>2 zaleinych prébek

Wybieramy n grup jednorodnych ze wzgledu na pewne cechy, po
k elementéw w kazdej grupie. Nastepnie w sposéb losowy zaliczamy
w i=-tej grupie (1 = 1, 2, ..., n) po jednym elemencie do pierw-
szej, drugiej, ..., k-tej prébki., Otrzymamy w ten sposéb k prébek
n-elementowych, Poddajemy pierwszg prébke dzialaniu pierwszego wa-
runku (zahiegu, doswiadczenia), drugg prébke - dzialaniu drugie-
g0 warunku, k-tg - dziaXaniu k-tego warunku,

Weryfikujemy hipoteze H, ze prébkd po zastosowaniu tych za-
biegéw pochodzg z populacji o tym samym rozkiadzie badanej cechy,
tzn, wszystkie warunki sg réwnowazne,

Niech ::13 oznacza gaobserwowang wartosé cechy i-tego elemen-
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tuw j-tey (j=1, 2, ..., k) prébce. Wyniki obserwacji przedstaw-
my w tablicy 7.

Tablica 7

1 2 LR J LE R LER ] k

!11 112 coe eece coe x1k
221 X35 oo oo eoe ok

cee soe cee cee x’.’ ece X

oo eeoo eoce ece eece eeoo s

n !n1 an coo cee coe xnk

Przeksztalcimy tablice 7 w nastepujacy sposéb: W i-tym (i=1, 2, ...
eeesy D) wierszu w miejscu najmniejszegc elementu tego wiersza wpi-
sujemy liczbe 1, w miejsce kolejnego najmniejszego elementu tego
wiersza wpisujemy liczbe 2, ..., w miejsce najwigckszego elementu
i-tego wiersza - licgbe k, W tak przeksztaiconej tablicy 7 obli-
czamy sumeg RJ (3 =1, 2, ...y k) liczd znajdujgcych sig w j-te]
kolumnie.
OkresSlamy statystyke

k
2 2 2
(1) Xp-mh-r';na‘”““”'

Hipoteze¢ H odrzucamy, gdy zaobserwowana wartosé statystykl
2 2 2 2
przekracza wartosd dzie P ( > ) =
Xy Kpe ® & Xy > X

(o - poziom istotnosci testu). Odpowiednie prawdopodobieristwa po-
dane sg w tablicy V na kodicu pracy.

Przyktad. (Zacserpnigty sz ksigzki Siegela [19], rozdz. 7 ).
%eby zweryfikowaé hipotege H, %e cztery metody nauczania A, B, C,
D dajg te same wyniki, wybrano n = 3 grupy po k = 4 ucznidw, Kaz-
da grupa skada si¢ £ dzieci w jednakowym wieku, jednakowo inteli-
gentnych, o jednakowych dotychczasowych wynikach i warunkach nau-
czania, z tego samego Srodowiska, itp. Zaliczenie dsiecka do nau-
cgania go jedng z tych metod odbywa sie¢ w poprzednio opisany spo-
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8éb. Przy systemie ocen od 1 do 10 otrzymano wyniki nauczania
przedstawione w tablicy 8.

Tablica 8

I A B c D
1 9 4 1 7
2 6 5 2 8
3 9 1 2 6

Jesli prgeksztalcimy tablice 8 podobnie jak tablicg 7, otrsy-
mamy tablice 9.

Dia bl L o8 9

A B c D
1 2 1
2 2 1
3 1 2
Ry | 11 5 4 10
Mamy z (14):

k
2 12 2 12 2, 2,2 2
Xrlm;RJ—Bn(k+1)-m(11 +5 + 4% + 10°) -
- 3 ® 3 . 5 = 7’4.
Na poziomie of = 0,05 odrzucamy H, gdyz z tablicy V snajdu-
Jemy, ze P(X 37,4 <0,05.

reypadek duzej prébki. Doktadnym rozkladem statystyid X
poshxgujenw gi¢ tylko dla niewielkich n oraz k, Friedman [6] poka—
zaX, ze jesli n +k— CO , to statystyka X okreslona wzorem (14)
ma asymptotycznie rogkZad X z k=1 stopniami swobody (patrz: tab-
lica 10 [18]).
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Test mediany

Test mediany pozwala zweryfikowaé hipoteze¢ H, Ze k > 2 nie-
zaletnych prébek (niekoniecznie o tych samych liczebnoéciach) po-
chodei z populacji, w ktérych mediana badanej cechy ma wspélng
wartosé,

Fiech j-ta (§ = 1, 2, ..., k) prébka liczy ny elementéw, Ob-
liczamy wspélng dla k prébek wartosé mediany.

Mozemy teraz wypelnié tablice 10,

Tab1l3ca 10

Numer prébii
Liczba elementéw prébki 1 | 2 | | k

o

wartosciach mniejszych od mediany
wartosciach wiekszych od mediany

o

Niech 11 ognacza zaobserwowang liczbe elementéw w i-tym
(1 2) wierszu j-tej kolumny tablicy 10, Pod warunkiem H ocze-
kiwana liczba elementéw w pilerwszym wierszu J-tej kolumny Jest
réwna ocgekiwanej liczbie elementéw w drugim wierszu tej kolumny

n
i wynosi mj = + .
Statystyka

(15) %7 i;-—i——l—i

ma asymptotycznie rozkzad 'Xz z k-1 stopniami swobody. Odpowied-
nie prawdopodobiesstwa podaje tablica 10 [18].

Przyk¥ad (zaczerpniety 2 ksigzki Siegela [19], rozdz. 8).

Na podstawie danych 2z tablicy 11 zweryfikujemy na poziomie
istotnodei o = 0,05 hipotez¢ H, 2e czegstosé wizyt matkl w szko-
le nie zalezy od poziomu jej wyksztalcenia.

Obliczmy wedZug (15)

2. i gy -m02 (5-9° (71-55% (-6,5°
=1

=1 o FrITINEREE T
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2 2 2 2 \ 2
+ .u_g_i)_ + "LSJL = .“_57;:.2)_ * "J_S_‘j)_ + .(_5_2)_ o
= 1!2950
W tablicy 10 [18] snajdujemy dla k-1 = 3 stopni swobody, se

B( 'Lz>1 »295)>0,7>0,05, nie ma wigc powodu do odrsucenia hipo-
tezy H.

Tablica 1%

Liczba matek, WyksgtaZcenie matek
i i i 7 Klas |9 klas |11 klas |wigoe]
Rzadziej, niz wynosi wspélna 5 7 3 4

mediana wizyt w szkole

Czeéciej, niz wynosi wspélna 5 4 7 6
mediana wizyt w szkole

n
my = - 5 55 6,5 | 5

Test Kruskala-Wallisa

Za pomoca tego testu mozna zweryfikowaé hipotesz¢ H, %e k >2
niezaleznych prébek pochodzi z populacji, w ktérych badana cecha
jest ciaglg zmienng losows, o jednakowej wartodci oczekiwanej.

Niech j~ta (J = 1, 2, ...y k) prébka licsy ny elementéw,

k
W sumie mamy n = ;nj obserwacji. Ustawmy wszystkie obserwacje

w n-elementowy cigg rosngecy. Pierwszemu elementowil tego ciggu
preyporzadkujmy numer tego elementu, a wige liczbe 1, drugiemu
- licgbe 2, itd. Niech R, oznacza sum¢ numerdéw tych elementéw te-
go ciagu, ktére pochodzg z j-tej prébki.

W celu zweryfikowania hipotezy H, posltugujemy si¢ statystyksg

k. g2
16 . H'EG%T;E‘}-““”-

Odpowiednie prawdopodobieristwa dla k = 3 oras i!ﬁ:'-’f By < % po-
daje tablica VI na koiicu pracy.
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Przykzad (opracowany na podstawie materialéw zamieszczonych
w ksigice Perkala [16], ¢z, III). Zbadano plony 3 odmian pszenicy
uprawianych w jednakowych warunkach. W sposéb losowy wybrano 5 po-
letek doswiadczalnych, na ktérych rosta odmiana "rokicka®, 5 pole-
tek z odmiang "pulawskq" 1 4 na ktérych rosla “ostka", Plony
(w gramach na m“) podane sg w tablicy 12.

P abdliocra 12

Rokdcka | Puawska twarda | Ostka chXopicka

208,5 (4) 202,0 (2) 215,5 (7)
220,1 (9) 216,9 (8) 229,4 (13)
207,0 (3) 222,1 (10) 236,3 (14)
194,2 (1) 222,5 (11) 228,9 (12)

209,7 (5) 211,0 (6)

R1-22 R, = 37 R3-46

Iiczby w nawiasach w tablicy 12 oznacgzajg numer elementu
w ciggu rosngecym n = 14 obserwacji.

Zweryfikujemy na poziomie o= 0,05 hipoteze H, %Ze nie ma
résnicy miedzy érednimi plonami trzech odmian pszenicy przy da-
nych warunkach uprawy.

Mamy z (16)

2
R
H:%’Tg%-B(n‘*")-

- rriie (%§-2-+2§3-+4%f-)- 3152 6,4

Z tablicy VI znajdujemy, ze P(H>6,4) < 0,05, odrzucamy wige
hipoteze¢ H,

Prgypadek duzej prébki. Jesldi n — 0o, statystyka H okres-
lona wgorem (16) ma asymptotycznie rozklad %2 2 k-1 stopnia-
mi swobody (dowéd patrz: Kruskall [9]). Rozk2adem 'Xz posiuguje-
my si¢ w praktyce Jjako aproksymacjg statystyki H, Jesli tylko

.?%nnna > 5, Odpowiednich prawdopodobienistw nalezy szukaé w tab-
j Aoy

1icy 10 [18].
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Test Rg istotnosci korelacji

Chcemy zbadaé istotroéé korelacji dwéch cech X i Y o niezna-
nym rozkladzie. Wybieramy w tym celu z populacji n elementdw w spo-
86b losowy. Otrzymujemy 2 ciggl (Xys Xpy eees Xp) 1 (¥95 Fos -
eisie'y yn) wartosci tych cech,

Niech f oznacza funkcje¢ przeksztalcajaca zbidr (x;, Xy, e
eees X ) na gzbiér (1, 2, ..., n) w ten sposéd, e £(xy) < f(xj).
gdy x; <x (4, 3 = 15 2, oeey Nn). Niech g oznacza funkcje¢ prze-
ksztaXcajgcg zbidér (y,. Ype eees ¥,) na zbiér (1, 2, ¢, D)W ten
sposéd, ze g(yy) <e(yy), gdy y;<yy. Inaczej méwigc, numerujemy
kazdy cigg wedlug wielkofci, Niech d; = f(x;) - &(yy).

WskaZnikiem korelacji uporzgdkowania Spearmana nazywamy sta-
tystyke

6 ;t:di
i 35,5 v Tl v

Weryfikujemy hipotez¢ H, 2e badane cechy sg nieskorelowane,
Niech ¢t oznacza poziom istotnosci testu,

Jes1l4 ustalona jest numeracja wediug wielkosci jednego cigzu,
drugi ciag mozna ponumerowaé na n! sposobéw. Kazdej z tych permu=-
tacji odpowiada pewna wartosé wskainika Rg. Przy prawdziwosci H
wszystkie permutacje sg jednakowo prawdopodobne.

Hipoteze H odrzucamy na korzysé hipotezy K, Zze korelacja mie-
dzy badanymi cechami jest istotna (test dwustronny), jesli zaob-
serwowana wartosé rg odpowiada jednej z E[a-n!] permutacji, dla
ktérych wartosci wskaZnika Rg réznig si¢ najbardziej od zera,

Hipoteze H odrzucamy na korzyéé hipotezy K, ze pomiedzy ba-
danymi cechami 4istnieje korelacja dodatnia (ujemna)(test jedno-
stronny), jesli zaobserwowana wartosé rg odpowiada Jednej z B[a-nl]
permutacji, dla ktérych wartosci wskainika Rg réznigq si¢ najmniej
od wartodei +1 (-1).

Pablica VII na koricu pracy podaje dla n = 4, 5, ...y 10, 12,
14, v.ey 30 1 o= 0,051 0,01 dla testu jednostronnego wartosci
Rge takie, ze jes1li zaobserwowana wartosé rg przekracza wartosé
z tablicy, hipoteze H nalezy odrzucié. Dla testu dwustronnego na=-
lesy podwoié poziom istotnosci.
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Przykad (zaczerpniety z ksigzki Perkala [16], cz. III, str.
117) . Pytamy, cgy ciezar bulw pod krzalkiem ziemniaczanym jest sko-
relowany z cigzarem bulwy, = ktérej wyrdést krzak. Stawiamy hipo-
teze H, 2e korelacja migdzy tymi dwoma cechami krzakéw jest nie-
istotna 1 zweryfikujemy te¢ hipotez¢ na posiomie = 0,05 przeciw
hipotezie K, 2e pomigdzy tymi cechami istnieje korelacja dodat-
nia. W tablicy 13 podane sg cigzary sadzeniakéw i uzyskanych bulw
12 krzakéw,

Tablica 13

Ciezar w g o
sadzeniaka |bulw | £(X1) | 8(yy) [ 44 ay
= < W
a7 880 7 11 -4 16
14 550 1 4 -3 9
22 540 2 3 -1 1
42 682 6 9 -3 9
38 665 4 8 -4 16
3 890 3 12 -9 81
59 480 | 10 2 8 64
52 655 9 7 2 4
49 550 8 B 3 9
40 475 5 1 4 16
66 700 | 11 10 1 1
68 570 | 12 6 6 36

2
2
;“1 = 262

WedIug wzoru (17) mamy na podstawie tablicy 13

6 . 262 .
Poam ] = = 2084
S 123 - 12

W tablicy VII znajdujemy, ze P(Rg> 0,084) > 0,05, nie mozna
wigc twierdzié, ze ciezar bulw pod krzalkiem jest dodatnio skore-
lowany z ciezarem sadzeniaka,



2 Jerzy Wawrzynek

Przypadek duzej prébki. Jesli n>10, hipotez¢ H, ze korela-
cja migdsy dwoma cechami jest nieistotna, mozna weryfikowaé za

pomocyg statystyki

(18) T = Ry j/B=2y

1 - Rs
gdzie Rg wyraza sig wsorem (17). Statystyka okreslona wzorem (18)
ma W przyblizeniu rogklad t Studenta 2z n-2 stopniami swobody
(patrz: Kendall [8]). Odpowiednie prawdopodobiefistwa patrz: tab-
lica 12 [18].
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Tablica I

Test Wilcoxona dla par
Maksymalne wartosci To statystyki T na poziomie istotnosci oz(’)

Poziom istotnosci testu jednostronnego
0,025 0,01 0,005
" Poziom istotnosci testu dwustronnego
0,05 0,02 0,01

6 0 = -

7 2 0 -

8 4 2 0

9 6 3 2
10 8 5 3
11 11 T 5
i2 14 10 T
13 17 13 10
14 21 16 13
15 25 20 16
16 30 24 20
i | 35 28 23
18 40 33 28
19 46 38 32
20 52 43 38
21 59 49 43
22 66 56 49
23 73 62 55
24 81 69 61
25 89 17 68

(%) Sporzadzona na podstewie [24].
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Tablica IV

Jerzy Wawrzynek

Test Manna-Whitneya-Wilcoxona

Maksymalne wartoseci Uo statystyki U dla testu jednostronnego
na poziomie istotnosci o¢= 0,025 i dla testu dwustronnego

na poziomie istotnosci ox= 0,05 -

. 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
n1

1 0

2 0 0 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2
3 g AL & 5 8% g efPr g
4 4 5 6 8 9 10 11 1 12 13 13
5 [ 7 & 9 11 12 13 14 15 17 18 19 20
6 |10 11 13 14 16 17 19 21 22 24 25 27
“ 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
8 |15 17 19 22 24 26 29 31 34 36 38 M
9 |17 20 23 26 28 31 38 37 39 42 45 48
10 |20 23 26 29 33 36 39 42 45 48 52 55
11 |23 26 30 33 37 40 44 4T 51 55 58 62
12 |26 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69
13 |28 33 37 #4 45 50 54 59 63 67 T2 76
14 |31 3% 40 45 50 55 59 64 67 T4 T8 83
15 |38 39 44 49 54 59 64 70 75 8 8 %
16 |37 42 47 53 59 64 70 75 8 8 92 98
17 |39 45 51 57T 63 67 75 81 8 93 99 105
18 42 48 55 61 6T T4 8 8 93 99 106 112
19 |45 52 58 65 T2 78 8 92 99 106 113 119
20 |48 55 62 69 76 85 9% 98 105 112 119 127

(%) Sporzadzona na podstawie [1].
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Tablica V

Test Friedmana

Prawdopodobieristwa wartosci niemniejszgch
od zaobserwowanej wartosci statystyld x (=

F
k=3
ne 2 n=3 n=4 n=5
& 2
X% o %3 oty o X§ o .8 ¥
4 0,167 | 4,667 | 0,194 | 4,5 0,125 4,8 0,124
6,0 0,028 6,0 0,069 552 0,093
6,5 0,042| 6,4 | 0,039
8,0 0,0046| 7,6 | 0,024
8,4 0,0085
n=2~6 i ns= % n=28 n=9
7(? o 43 o 7C§ o 7C§ o
4,33 0,142 4,571 0,112 4,75 0,120 4,667 0,107
5,33 0,072 5,429 0,085 5 eD 0,079 6,0 0,057
6,33 0,052 6,0 0,052 6,25 0,047 6,222 0,048
7,00 0,029 T, 714 0,021 7,00 0,030 6,889 0,031
8,33 0,012 8,0 0,016 Tl 0,018 8,0 0,019

9,00 0,0081 | 8,857 | 0,0084| 9,00 | 0,0099 | 8,667 0,010

k=4
n=2 n=3 n=4
2 z
%F (0 4 ‘X% o 'X-r. x
5,4 0,167 5,8 0,148 6,0 0,105
6,0 0,042 6,6 0,075 6,3 0,094
7,0 0,054 7.5 0,052
T,4 0,033 7,8 0,036
8,2 0,017 8,1 0,033
9,0 0,0017 8,4 0,019
9,3 0,012
9,6 0,0069
(=)

Sporzadzona na podstawie [6].
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Jerzy Wawrzynek

Minimalna wartos$¢ rg wskafnika Rg na poziomie istotnosdci «

Tablica VII

Test korelacji uporzgdkowania

Poziom istotnodci (test jednostronny)

n
0,05 0,01
4 1,000
5 0,900 1,000
6 0,829 0,943
7 0,714 0,893
8 0,643 0,833
9 0,600 0,783
10 0,564 0,746
12 0,506 0,712
14 0,456 0,645
16 0,425 0,601
18 0,399 0,564
20 0,377 0,534
22 0,359 0,508
24 0,343 0,485
26 0,329 0,465
28 0,317 0,448
30 0,306 0,432

(=) Sporzadzona na podstawie [14] 1 [15].

(%)
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